Chapitre 8

Modélisation des données

1. Maximum de vraisemblance
e Statistique de Poisson
e Statistique de Gauss

2. Principe général
e Statistique de Gauss

3. Ajustement d’une droite
4. Ajustement d’une fonction linéaire

5. Ajustement d’une fonction non linéaire
e Méthode de Levenberg-Marquardt



Maximum de vraisemblance

On désire ajuster une fonction ((modele)) f(z) dépendant
de certains parametres a; (j =1,..., M) :

f(z;a1,...,au)

sur des données

N = nombre de données
M = nombre de parametres

Si nous supposons a priori équiprobables toutes les va-
leurs que peuvent prendre les parametres, le modele le
plus probable, compte tenu des données y;, est celui
pour lequel la vraisemblance

P(r|q'.p)

est maximale



Dans le cas prisent, on a :

p = les connaissances de base (lois de la physique,. ..

r = le résultat de I'expérience
= l’ensemble des données y; & o;

q' = un modele particulier
= la fonction f(x) pour un choix particulier
des parametres aq,...,apy

Sinous supposons les erreurs sur les différentes mesures y;
indépendantes les unes des autres, nous pouvons écrire :

P(r|q'.p)=1I P(yl ¢ .p)
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Or,

P(y;|q'.p)=P(y; | flzji0i,...,a%).p)

Remarque :

Ieffet du profil instrumental est supposé inclus dans f(z)




Cas particuliers :

1. Statistique de Poisson

Soit
fj :f(m]';alla---aas\l)
£
P(y; | fj.p)="5eh
Yj-
: N - Yj
= P(r|q¢'.p)=1I J; e~ i
A4 |
=1 Yj:
; N
=InP(r{g.p)=C+ X (yInf; - f)
]:
Les parametres aq, ..., ap cherchés sont ceux qui maxi-
misent

N
Sp= 3% (yjInf; — fj)

=1



2. Statistique de Gauss

P(yi| fi-p)= \/57—”7.6
J

P2
7 ]' N]' —(y2af)
#P(’Ilq ):_\_/—2_7;]1:[1;6 J
=10
1 N (y =Y
=shPlrlg.p)=C0—x X : e
2):1 0']

Les parametres ay, ..., ap cherchés sont ceux qui maxi-
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misent

et donc qui minimisent

yj_fj)2
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Principe général

1. Construire une (fonction de mérite) qui mesure 1'ac-
cord entre le modele et les données

(dans notre cas, cette (fonction de mérite) est déduite
du maximum de vraisemblance)

2. Déterminer les parametres du modele de facon a mi-
nimiser la (fonction de mérite)

3. Estimer dans quelle mesure le modele est compatible
avec les données

4. Estimer l'incertitude sur les parametres ajustés



Statistique de Gauss :

Minimiser

yi — fi(a, ., an)\
gj

N
X’ =3 (
J=1

x? = somme de carrés de N variables aléatoires normales

Lorsque ay,...,an sont ajustés pour minimiser x?, les
termes de la sormme ne sont plus statistiquement indépen-
dants

Cependant, les différentes valeurs de x? & son minimum
suivent une distribution du chi-carré a v = N — M degrés
de liberté

La probabilité d’obtenir par hasard une valeur du chi-
carré au moins aussi élevée que celle que ’on obtient, x?,
est donnée par

2 2
Q<_2V-’X?) =F P(ga%)

ou P(a,z) est la fonction gamma incompléte

\ ; | T
Pla,z) = i, ) = /0 et dt

-J




Si @Q est petit, c’est qu'il est peu probable qu'une fluctua-

tion statistique soit responsable d’une si grande valeur de

X2

= soit :
(1) le modele est erroné
(2) les incertitudes de mesure ont été sous-estimées

(3) les erreurs de mesure ne suivent pas une distribution
normale

En regle générale, on s’attend a avoir une valeur

Plus précisément, pour les grandes valeurs de v, x? suit
une distribution normale

— de moyenne v

— d’écart-type o = /2v



Ajustement d’une droite
Nous désirons ajuster la fonction
flzya1,a) = a1 +agx
sur les points
(#j,y; £ 05) (G=1,...,N)

ou nous supposons les z; connus exactement et les erreurs
de mesure sur y; distribuées normalement

(1) Estimation des paramétres

Minimiser :

2 N (y— a1 —ayz;\”
X (alaa'Z): Z
j=1 i

Remarque : si les erreurs ne sont pas distribuées nor-
malement, la minimisation du x? ne correspond pas au
maximum de vraisemblance, mais peut néanmoins don-
ner de bons résultats
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(2) Estimation de lincertitude sur les paramétres

Si les erreurs sur les différentes mesures sont non corrélées :

Oag xS — S,
Byk B U,% A
5
2 _ T
Oa = A
=
S
2 _
O'a2 = K
Covariance. :
N 8a1 aag
Cov(aq,aq) = oF —= —=
(a1,a2) k§1 * dyr, Ay
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(3) Accord entre le modéle et les données

Calculer : )
_1_p¥ X
@=1-PE%)

- 51 Q = 0.1, on peut estimer que 'ajustement est satis-
faisant

—-S51Q R 0.001, 'ajustement est peut-étre acceptable (les
erreurs ne sont peut-étre pas distribuées normalement, ou
ont peut-étre été sous-estimées)

- S1 @ < 0.001, on doit se poser des questions : le
modele n’est probablement pas une bonne représentation
des données

- Si @ ~ 1, on doit aussi se poser des questions : les
erreurs ont peut-étre été surestimées (a moins que les
données n’aient été (arrangées)...)
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Cas particulier : siles o; ne sont pas connus

=> on peut les estimer a partir de ’ajustement :

on calcule a; et as par les formules habituelles, avec

0]‘:1, Vj

I'incertitude sur les données peut alors étre estimée par :

g L

9
o 2_1\7]' (y; — a1 — agz;)

M=

1

04, €t 0,4, sont calculés par les formules habituelles, mul-
tipliées par \/)?’/(N —2)
Attention !

Tout ceci présuppose que le modele fournit une bonne
représentation des données

=> pas de test indépendant de I'accord entre le modele et
les données

13



20.

18.

16.

14,

12,

20.

18.

16.

14.

12,

rT 17 rrvr7Vr17rrvrrrrTurTygoTrTora

PO SR (S SN W SN AN TN NN NN (NN N SN S NN S N

0.0

a; = 10.63 £ 0.09

20.0

as = 0.446 + 0.008 % =19.7

LUN N I B N D I I B O | LU B I | T

-

HH

o

]

RS N NN NS U TN (NN TN U TN (N TN SN SN (N S N

0.0

a; = 11.85 4 0.09

N
e
O

as = 0.360 £ 0.008 x% =999.6



Ajustement d’une fonction linéaire
Soit
f(iE;al,...,GM)

une fonction qui dépend linéairement des parametres
al,y... Q)

Ezemples :

flz)=a+ayz+asz® +asz>+---

f(z) =a) cosxz +ay Inx

Forme générale :

ou Fi(z),...,"y(x) sont des fonctions arbitraires de

(¢fonctions de base))
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(1) Estimation des paramétres

Minimiser
5 N —Z% a; Fi(x; ?
X” _ Z y] =1 ( J)
j=1 g;
ax2 N 1 M |
Posons N F 2
Qp; = E Z(xj) 2k(x])
= a;
N y.: Fi(x;
Br= X 7 kz( )
j=1 0y
M
ézakiai:ﬁk (k:l,,M)
i=1

systeme linéaire de M équations & M inconnues

Soit C;; la matrice inverse de oy,
M
= a; = kE Cik. B
=1
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(2) Estimation de lincertitude sur les paramétres

OBk _ Fi(z;)
9y; o}
N .M _ Flz)M _ Ffz
= 0‘(211, = ; 0]2 S Cir k(;c]) S Cy l(ﬁj)
y=] k=1 g; =1 g;

, MM
= 04, = 2 2 Ci Cir oy

v, o
Or,
M
Y g g =Gy
=1
2 ..
= g- =

16




Les ¢€léments diagonaux de C sont les variances des pa-
rametres ajustés

On montre de méme que les autres éléments sont les
covariances

Remarque :

La solution directe du probleme de ’ajustement linéaire
par moindre carrés est assez susceptible d’étre sensible
aux erreurs numeériques

Des méthodes différentes permettent d’éviter ces problemes

(voir le chapitre 14 de Numerical Recipes, par W.H.
Press, B.P. Flannery, S.A. Teukolsky et W.T. Vetterling,
Cambridge University Press)
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Ajustement d’une fonction non linéaire
Soit

f(w;alr--aaM)

une fonction qui dépend non linéairement des parametres

a,...,apn
Exemples :
f(z) = ay cos(ay z)
f(z) =a; e ®°

= Meéthode itérative nécessaire
Posons
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1** cas : si on est pres du minimum @,

—

= S(@) ~y—d-d+=-aDa

DN —

ott d = vecteur & M dimensions (- dérivée 1°°)
D = matrice M x M ( dérivée 2°)

Supposons (1) exacte

—

= VS(@)=Dada-d
Au minimum, on a :

VS (8s5:) =0

= Day, =d
En un point @y # @y, on a :

= Ddy=VS(d)+d



2° cas : si on est loin du minimum :
(1) peut étre une trés mauvaise approximation de S(Q)

= tout ce qu’on peut faire pour se rapprocher de @y,
est de se déplacer dans la direction opposée au gradient :

= a] = qy — ’I]VS(EL’(O (7)

ou 1) = constante positive a déterminer

Calcul de d et D

Soit
f=f(=z;a)
le modele a ajuster
2/ = o y]—f(a:j,a)2
x“(@) = X .
j=1 7
aXQ 8X2
VS——- (’50'—1'7...,8GM>
' _, & yio f(zj; @) 0f(zj;d)
aak j:l 0—.:72 aa’k



82 X2

Bakc’)a, -
_ o & 1 [0f(z;;d) Of(zj3a@) 8% f(x;; @)
a 2J§1 o%| Oay da; v — f(z5;@)] darOq;
o 1 [05(ad) Of(esa)
N =1 0'32 i Bak 8@1

Raisons qui permettent de négliger la dérivée se-
conde :

— elle est nulle dans le cas linéaire

— s1 l'ajustement est bon, son coefficient multiplicatif est
Perreur de mesure sur y; ; ces erreurs de mesure s’annu-
lent approximativement en moyenne :

Z _2[% f(zj;@)] ~0
.7

— une approximation sur le calcul des dérivées secondes
ne modifie en rien le résultat, qui est déterminé par la
condition que la dérivée premiere s’annule ; elle ne modifie
que la maniere de parvenir au résultat = la convergence
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Posons

= ——-"—=4+-d

B 28a;, 2°°F
1 0%y? 1

= — = — )

. 2 OapOa; 2 b

ay; = matrice de courbure

Prés du minimum

(5) devient :

M
El ag ba; = B (8)
Loin du minimum :
(7) devient :
bay = P (9)
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Méthode de Levenberg-Marquardt

On voudrait connaitre I'ordre de grandeur de n

Or, le gradient ne donne aucune information sur 7 ; il
n’indique que la direction de la pente, mais pas jusqu’ol
elle s’étend

Marquardt = les composantes de la matrice de courbure
contiennent de 'information quant & l'ordre de grandeur
de n :

x? est sans dimension

Br a la dimension de alz

= 1 doit avoir la dimension de a?

Or, il n’y a dans la matrice de courbure que —— qui ait
_ . ; kg
la dimension de¢ ag

=> on suppose que aka définit ’échelle de n

Mais il faut se garder de choisir 1 trop grand, sinon on
pourrait dépasser le minimum
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=> on choisit

= A
M= = (A >0)
= (9) devient :
1
da. =
U =5 - Br

ou encore :

Aag bar = B

=> on peut combiner (8) et (10) en écrivant :

M /
121 o da; = By

avec
A = g (1+N)

et
oy =ay (k#I)

(10)

(11)

Lorsque A est grand, on se déplace selon la plus grande

pente

Lorsque A est petit, on retombe sur la méthode quadra-

tique (métrique variable, quasi-Newton)
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Algorithme :

(1) choisir une valeur initiale de @

(2) calculer x%(q)

(3) prendre une valeur initiale de A (ex.: A = 0.001)
(4) résoudre (11) et calculer x*(a@ + éa)

(5)

5) si x*(@ + 6&@) > x*(a@), augmenter A d'un facteur 10
et retourner en (4)

(6) si x*(@ + 6d) < x*(@), diminuer A d'un facteur 10,

se déplacer de 4 en @ + 6a et retourner en (4)

A

‘arr

— s'arréter lorsque x? décroit d'une valeur négligeable
(ex.: 0.001)

— ne jamais s'arréter apres une augmentation de A

Une fois le minimum atteint :

Poser A = 0 puis calculer la matrice de covariance

C =a!



